Комбинаторная геометрия-2. Даны 2 правильных треугольника со стороной 1 в пространстве. Расстояние между любыми двумя вершинами этих треугольников 
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Докажите что они имеют общую вершину.

Решение:

АВС – один из треугольников. Рассмотрим шары радиуса 1 с центрами в вершинах этого треугольника, тогда второй треугольник (KLM) лежит в пересечении этих шаров. Плоскость АВС делит эту фигуру на две части, причем в одной из них лежит хотя бы две вершины KLM (назовем эту часть F), пусть это вершины K и L. Докажем, что одна из этих точек совпадет с вершиной треугольника АВС. Предположим, что это не так. Будем увеличивать длину отрезка KL, оставаясь внутри F. Если ни одна из точек K и L не лежит в плоскости АВС, то опустим их на эту плоскость и затем увеличим отрезок. Пусть К в плоскости АВС. Если К не на границе F, то проведем через К отрезок PQ причем точки P и Q на границе F, тогда один из отрезков KP или KQ больше KL (заметим что с помощью этих преобразований мы не изменили длины KL  только если эти точки лежали на границе F и К в плоскости АВС). Но если мы проведем шар радиуса 1 с центром в конечной К, то он будет содержать всю F при чем на границе будет лежать только одна точка (вершина треугольника АВС). То есть L с вершиной АВС, а значит первоначальное предположение неверное,  ч.т.д
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